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Введение. 
 

           Основное содержание моей работы составляют методы решения задач, содержащих 
параметры. Эта тема представляет для меня особый интерес, так как подобные задачи 
встречаются на ЕГЭ и на вступительных экзаменах в ВУЗы. В школьном курсе 
математики эти задачи рассматривают крайне редко и бессистемно.  

Трудности решения заданий с параметрами вызваны прежде всего тем, что в любом 
случае, даже при решении простейших уравнений и неравенств, содержащих параметры, 
приходится производить ветвление всех значений параметров на отдельные классы, при 
каждом из которых задача имеет решение. При этом следует четко и последовательно 
следить за сохранением равносильности решаемых уравнений или неравенств с учетом 
области определения выражений, входящих в уравнение или неравенство, а также 
учитывать выполнимость производимых операций. 

Моя работа содержит 8 разделов, к каждому из которых приведены примеры 
решений. Первый раздел посвящается рассмотрению линейных уравнений и неравенств, а 
также уравнений и неравенств, приводимых к линейным. 

Во втором, основном разделе рассматриваются квадратные уравнения и неравенства, 
а также уравнения и неравенства, приводимые к квадратным. Здесь разобран как 
аналитический, так и графический способ решения. Особое внимание уделено решению 
задач, в которых решения должны удовлетворять каким-либо дополнительным условиям. 

Далее представлены иррациональные, показательные и логарифмические уравнения 
и неравенства.  

В работе приведены полные решения всех рассматриваемых мною задач. 
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Линейные уравнения и уравнения, приводимые к линейным. 
 

   Уравнение вида Ax-B=o, где A и B – выражения, зависящие только от параметров, а x – 
неизвестное, называется линейным уравнение относительно x. 

   Она приводится к виду Ax=B и при A ≠ 0 имеет единственное решение x = 
A

B
при  

каждой системе допустимых значений параметров. 
    
При A = 0 и B = 0 x - любое число, при A = 0 и B ≠ 0 решений нет. 
     
  Пример № 1: 

(a² - 1)x – (2a² + a – 3) = 0 
   или 

 
(a² - 1)x = (2a² + a – 3)  

  
 является линейным относительно x. Оно имеет смысл при любых действительных 
значениях параметра a. 
   
 Приведя его к виду (a - 1)(a + 1)x = (2a + 3)(a – 1), заметим, что при a = 1 оно принимает 
вид: 0x = 0, т.е. решением его служит любое действительное число. При a = -1 уравнение 
имеет вид: 0x = 2, т.е. не имеет решения. 
    
При а ≠ ± 1 уравнение имеет единственное решение 
  

1

32





a

a
x . 

 
  Рассмотрим некоторое уравнение, приведем его к линейному. 
 
 Пример № 2: Решить относительно x: 
 

3

72

1

113

)3)(1(

53












x

x

m

m

xm

mx
. 

 
  По смыслу задачи (m – 1)(x + 3) ≠ 0, т.е. m ≠ 1, x ≠ -3. 
   
Умножив обе части уравнения на (m – 1)(x + 3) ≠ 0, получим уравнение  

 
(4m – 9)x = 31 – 2m 

Отсюда при m ≠ 2,25  
94

231





m

m
x . 

 
Теперь необходимо проверить, нет ли таких значений m, при которых найденное значение 
x равно -3. 

3
94

231





m

m
. 

При m= -0,4 
Таким образом, при m ≠ 1, m≠ 2,25, m ≠ - 0,4 уравнение имеет единственное решение 
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94

231





m

m
x . 

 
При  m = 2,25 и при m = -0,4 решений нет, при  m = 1 уравнение не имеет смысла. 
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Линейные неравенства и неравенства, приводимые к линейным. 
 
   Каждое из неравенств вида Ax > B, Ax < B, Ax≥B или Ax ≤ B, где A и B – действительные 
числа или функции от параметров, а x –действительная переменная величина, называется 
линейным неравенством с одним неизвестным (x). 
   Например, неравенство (m – 1)x < 5m – линейное относительно x. При m = 1 x – любое 

число, при m > 1 x <
1

5

m

m
, при m < 1 x > 

1

5

m

m
. 

 
Пример № 3: 

 

3

3

2)3)(2(

2










xm

m

xm

mx
 

По смыслу задачи m ≠ 2, x ≠ -3. 
Несложные преобразования приводят к неравенству 
 

0
)3)(2(

)76()2(





xm

mxm
. 

Затем 
 








3
2

76

x
m

m
x

0 , 

 
                                которое сводится к совокупности двух систем: 
                                                                                                
                                                                                                         





































3
2

76

3
2

76

x
m

m
x

x
m

m
x

       (1) 

                        (2) 
 

 

1) 3
2

76





m

m
;   0

2

4




m

m
;  (0;2) 

 

2) 3
2

76





m

m
;    );2();0;(   

 
Отсюда следует решение неравенства. 

При m < 0,  m > 2  x( );3();
2

76
; 





m

m
. 

При   0 ≤ m < 2  x );
2

76
();3;( 





m

m
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При m = 2 неравенство не имеет смысла. 
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Квадратные уравнения и уравнения, приводимые к квадратным. 
 
   Уравнение вида mx² + px + q = 0, где x – неизвестное, m, p, q – выражения, зависящие 
только от параметров, и  m ≠ 0, называется квадратным уравнением относительно x. 
   Допустимыми будем считать только те значения параметров, при которых m, p, q – 
действительны. 
 
I. Аналитический способ решения квадратных уравнений.    
 
Пример № 4: 

 
mx² + 3mx – (m + 2) = 0 

 
имеет смысл при любых действительных значениях параметра m. 
 

1) При m = 0 оно принимает вид: 0x² + 3*0x –  2 = 0 и не имеет корней. 
 
2) При m ≠ 0 оно является квадратным. 

 
mx² + 3mx – (m + 2) = 0 

 
D=13m² + 8m 

 
а) Чтобы уравнение имело два корня, дискриминант должен быть больше нуля. 

 
13m² + 8m > 0 

 
13m² + 8m = 0 

m = 0 или m = - 
13

8
 

Отсюда следует, что 

x1=
m

mmm

2

)813(3 
, 

 
 

x2 =
m

mmm

2

)813(3 
 

 

при m < - 
13

8
 и при m > 0. 

б) При m = - 
13

8
 D = 0, уравнение будет иметь один корень 

x = -
m

m

2

3
. 
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в)  При   - 
13

8
 < m < 0  D < 0, уравнение не имеет корней. 

Таким образом, при - 
13

8
 < m ≤ 0  уравнение не имеет корней, при m = - 

13

8
 уравнение 

будет иметь один корень: 

x = -
m

m

2

3
, 

при m < - 
13

8  и при m >0 имеет два действительных корня:   

x1=
m

mmm

2

)813(3 
, 

 

x2 =
m

mmm

2

)813(3 
. 

 
 
Пример № 5: 
 
Найти значение параметра a, при котором уравнение x4 – 2x² + a + 1 = 0 имеет 4 корня, 
которые являются последовательными членами арифметической прогрессии.  
  
 Решение: обозначим x² = t, t > 0; t² - 2t + (a + 1) = 0 

 

aa
D

 11
4

; -a > 0; a < 0  

 

t1= 1 + a        t2 = 1 - a  
  

 Так как t > 0, то необходимо 1 - a  > 0; 
                                   

a  <1;              0 < -a < 1;              -1 < a < 0 
   
Имеем корни исходного уравнения: 

                                  x1,2 = ± a1            x3,4 = ± a1  
                           
                        

- a1 < - a1 < a1  <  a1  
   
 
Т. к.  xn – являются. членами арифметической прогрессии, то  
 

                           - a1 = 
2

11 aa 
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                        -2 a1 = - a1 + a1  
                           

                          a1 = 3 a1 ; 1 + a = 9 - 9 a   
                           

                            10 a = 8; a = 
5

4
; - a =

25

16
; a = - 

25

16
 

 

Ответ: при  a = - 
25

16
 

 
 
II. Графический способ решения квадратных уравнений. 
 

Задача:  
 
Пусть требуется решить уравнение , где 02  cbxax 21 xx  , A – параметр, 
относительно которого надо решить задачу. 
 
Исследуем решение этой задачи при условии: 
 

I. 21 xx ; A 
II. Ax ; x  21

III. 2 . 1 xAx 
 

 I. 
 

 
 
 
 
 

 
 
 

 

 0)(* значит
0)(

0





Afa
Af

a
                 0)(* значит

0)(

0





Afa
Af

a
 

 

                                               A
a

b


2
 

Итак,  тогда и только тогда, когда 21 xxA 










A
a

b

Afa

2

0)(*
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II.  
 

 
 
 

  
 
 
 
 

  
0)(* Afa                                        0)(* Afa  

 

 A
a

b


2
 

 

Итак,  тогда и только тогда, когда Axx  21











A
a

b

Afa

2

0)(*
 

 
III.  

 
 
 

 
 
 
 
 

  
0)(* Afa                                                 0)(* Afa  

  
Итак,  тогда и только тогда, когда 21 xAx  0)(* Afa  

 

Ответ: , если21 xxA 










A
a

b

Afa

2

0)(*
; 

            , если Axx  21




 ; 






A
a

b

Afa

2

0)(*

Axx  21

 

            , если 



  






A
a

b

Afa

2

0)(*
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Пример № 6: 
 
Найти все значения параметра а, при котором корни уравнения  
принадлежат промежутку  

0

aaD 20244 2 
  024204 2 aa

5622  aaxx
 7;2

 
Решение: 

72 21  xx  тогда и только тогда, когда  только и только тогда, когда 







7

2

21

21

xx

xx



























7
2

2

0)7(*1

2
2

2

0)2(*1

0

a

y

a

y

D
 

   

ay

ay

943)7(

29)2(
















0943

72

029

a

a

a























9

7
4

72
9

2

024204 2

a

a

a

aa

 

 
 

Ответ: 









9

7
4;32;

9

2
 

 
 
Пример № 7: 
 
Найти все значения параметра а, при котором корни уравнения  

удовлетворяет условию 

012)1(22  axax

404 21  xx . 
 
Решение: 
 































4
2

)1(2

0)4(*1

4
2

)1(2

0)4(*1

0

0)0(*1

a

f

a

f

D

fОбозначим любое число )(xf  

 














4

4

0

21

21

21

xx

xx

xx

 … 
 
 
 
 
 
 

Ответ: 



 

2

1
;9.0  
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Квадратные неравенства. 

 
   Каждое из неравенств вида 
   mx² + px + q > 0, mx² + px + q < 0, mx² + px + q ≥ 0 или mx² + px + q ≤ 0, где m ≠ 0,  
называется квадратным относительно x (m, p, q – действительные числа или 
функции от некоторых параметров) 
   Допустимыми являются те значения параметров, при которых m, p, q – действительны. 
 
Пример № 8: 

x² + 2x + a > 0. 
 

 1) x² + 2x + a = 0 
     

Чтобы уравнение имело два корня, нужно чтобы D > 0 
 

D = 4(1- a) 
 

4(1- a) > 0 
 

D > 0 при a < 1 

                           x1 = -1 + a1  

 x2 = -1 - a1  

    Таким образом, при a < 1  x < -1 - a1  или x > -1 + a1  
 
2) Если a = 1, неравенство принимает вид: 

x² + 2x + 1 > 0 
 

(x + 1)² > 0 
 
Это неравенство верно при любых действительных значениях x, кроме x = -1. 
 
3) При D < 0  a > 1, неравенство справедливо при любых действительных значениях x 
 
Отсюда следует решение неравенства: 
 

x( ; -1 -  a1 );(-1 + a1 ; );  при a < 1, 
 
x ≠ -1, при a = 1, 
 
x – любое действительное число, при a > 1. 
 
 
Пример № 9: 

Пусть требуется решить неравенство: 
 

(x – 1 + a)(x + 2a) < 0 

 13



 
(x – 1 + a)(x + 2a) = 0 

 
                                             x = 1 – a             или               x = -2a 
1) Пусть    1 – a > -2a 
                 a > -1 

 
 

 
 
2) Пусть  1 – a < -2a 
 a < -1 

 
 
 

3) Пусть 1 – a = -2a 
               a = -1, x = 2 

 
 
 

 Нет решений. 
 
 
Отсюда следует решение неравенства: 
 
x ( -2a; 1 – a) при  a > -1, 
 
x (1 – a; -2a) при a < -1, 
 
нет решений при  a = -1. 
 
Пример № 10: 

Рассмотрим еще одно неравенство: 

03

03
2

2





axax

axax
 

1) a = 0 
    0 * x² - 0*x + 3 = 0 
    Нет решений. 
 
2) a > 0 
    

032  axax  
     
D =  aa 122 
     
D > 0 
   
 a(a – 12) > 0 
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a) a > 12 

    
a

аaa
x

2

122

2,1


  

 
 
б) a < 0  

     
a

аaa
x

2

122

2,1


  

 
3) Если D < 0, то нет корней при 0 < a < 12 
 
 
4) Если D = 0, а = 12 
 

0144

031212
2

2





xx

xx
 

2

1
x  

 
Отсюда следует решение неравенства: 
 


a

aaa

2

12
;(

2 
 ; );

2

122






 
a

aaa
при a < 0, 











 
a

aaa

a

aaa

2

12
;

2

12 22

 при  

 

a > 12; 
2

1
x  при а = 12; нет решений при 0 ≤ a < 12. 
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Иррациональные уравнения. 
 

Уравнение называется иррациональным с одним неизвестным x, если одна или обе 
его части содержат выражения, иррациональные относительно x. 
 
Пример № 11: 
 
1)  Пусть требуется решить уравнение: 

                                                       122  xaaxx  
                                                           
 

                                                               

                                                 














01

02

122
2

22

x

aaxx

xxaaxx








1

0122

x

aaxx
 

                                                              







1

12)2(

x

axa

 
1) Если  a = 2, тогда 

0 * x = 5 
Нет решений. 
 

2) Если  a ≠ 2   
 

x = 
2

12




a

a
, но 

 

                                                 
2

12




a

a
≥ -1;  

2

13




a

a
≥ 0; a ≤ 

3

1
; a > 2 

 

     Таким образом, уравнение не имеет решений, если  
3

1
≤  a < 2, уравнение имеет один 

действительный корень  

x = 
2

12




a

a
, 

при a ≤ 
3

1
 или a > 2. 

 
Пример № 12: 
 
Решить уравнение: 
 

0)2012(  axx  
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1)                          2)  x – a =0 







0

02012

ax

x







ax

x 2012

                                                                               x = a 
 
 
а)                                                 
 
 

2012a  , x = -2012             
 
 
б)                                         
 
 
     x = -2012, a = -2012 
 
 
в) 

 
    
 x = -2012, a > -2012 
нет решений 
 
 Ответ:   x = -2012 или x = a, при 2012a ; x = a, при 2012a . 

 
Пример № 13: 
 
Решить уравнение:  
 

  02012  xax  
 

1)                                                 2) 







02012

0

x

ax








2012x

ax

2012

02012




x

x
 

 
а)  

 
  
           x = a, если a > 2012 
 
б)  
            
 
           x = 2012, если a = 2012 
 
в)  

 
 
           нет решений, если a < 2012 
 
Ответ: x = a или  x = 2012, если a > 2012; x = 2012, если a ≤ 2012 
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Пример № 14: 
 
Найти, при каких значениях параметра а  уравнение имеет ровно два решения? 
 

  0342  axxx  
 

1)                                                2) 







0

0342

ax

xx

ax

ax


 0

 







ax

x 1
    или    







ax

x 3

 
а)  
 
 
      , 3 решения 3a
 
б)  
  
 
      , 2 решения 3a
 
в)   

 
       
      , 2 решения 13  a
 
г)  

 
 
        , 1 решение 1a
 
Ответ:   13  a
 
Пример № 15: 
 
Найти, при каких значениях а уравнение имеет ровно два решения? 
 

  0342  xxax  
 

1)           2)               








034

0
2 xx

ax









0342 xx

ax
0342  xx

   1x  или 3x  
а) 
 
 
       a , 3 решения 1
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б)  
 
 
      , 2 решения 1a
 
в)  
 
 
     , 2 решения 31  a
 
г)   
 
 
      , 2 решения 3a
 
д)  
 
 
      , 3 решения 3a
 
Ответ:  31  a
 
 
Пример № 16: 
 
При каких значениях а уравнение имеет 2 корня. 
 

462  xxy  
 

22  xax  
 
Решим графически: 
 








2

442 2

x

xxax








2

462

x

axx
 

 
462  xxy , при                      2x ay   

 
5;3 00  yx  

 
4)2( y  

 
Ответ:   5;4
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Иррациональные неравенства. 
 

   Неравенство называется иррациональным с одним неизвестным x, если одна или 
обе его части содержат выражения, иррациональные относительно x. 
 
Пример № 17: 

 

4312  xxax  
 
Иррациональное относительно x. Здесь а – параметр. 
 
 

















043

012

0

4312)12)((2

x

x

ax

xxxaxax




















3

4

)1(5)12)((2

x

ax

axax

  

(1): 5222 2  aaxaxx  
                 
 
 
 
 
 
 
I.                                                                                              II. 

 





















05
3

4

2510)12)((4 2

a

x

ax

aaxax

          или 


















3

4

05

x

ax

a

 

 





















ax

x

a

aaaxx

4

3

5

0256)84(8 22I.                 
 

 
 
 
 
 
Т. к. x ≥ a, a ≥ 5, то имеем: 
 














(*)5

0256)84(8 22

a

ax

aaaxx
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2046424
4

)256(8)42(
4

0256)84(8

0256)42(28

2

22

22

22









aa
D

aaa
D

aaxax

aaaxx

 

 

D > 0,  
968

051166 2




D

aa

значит, что при всех а D > 0, 
то есть уравнение имеет два корня 
 

4

5116612 2

2,1




aaa
x 

 
 Пусть , 21 xx 
 
 
 
но ax  . Тогда возможны случаи: 
 
 
а) если , ax 1

                    тогда    ;,; 21 xxa  
 
 
 
 
б) если , 21 xax 

                тогда  ;2x  
 
 
в) если , ax 2

 
               тогда  ;a  

 
 
а) Рассмотрим  01  ax  
 

0
4

5116612 2




a
aaa

 

 

1251166 2  aaa  
 








012

14451166 22

a

aaaa
     











2

1

050202 2

a

aa
не удовлетворяет (*), значит случай а)  

невозможен и при всех а  ax 1  

 21



 
 

 02  ax  б) Рассмотрим

0
4

511612 2 
a

aa 6


a
   

1251166 2  aaa  
 
ценим                                                       

 

 

 

верно всегда 
 

) аналогично с б)… 
 

- нет решений, значит случай в) невозможен. 
 

II. 

О  12 a
  

012 т.е

1112

102

5







a

a

a
 

a

 
22 4415116 aaaa   6

025102  a  a

  05 2 a -

 
в 02  ax (
     

 a  05 2 

 
 


















3

4

05

x

ax

a

                       


















3

4

5

x

ax

a

 

 

) если 5
3

4
 a , тогда ax   1

2) если 
3

4
a , тогда 

3

4
x  

 
Отсюда следует решение неравенства: 
 

3

4
  

3

4
a , ax   при 5

3

4
 a , 

4

5116612 2 


aaa
x  x  при при

 

 5a  
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Показательные и логарифмические уравнения. 
 
оказательное уравнение-это уравнение, которое содержит неизвестное в показателе 

ример № 18: 

ри каких значениях а уравнение имеет корень: 

П
степени. 
 
П
 
П
 
  4321 232   aaa x    
1) , т.к тогда уравнение не имеет корней. 1a
 

1

43
2

2

2
3






a

aax  

 

0
1

43
2

2





a

aa
 

К.ч   4;-1 

твет: 

К.з   1;-1 
 
 
 
 
 
 
О       ;4;1;1;1;  
 
Пример № 19: 

ри каких а уравнение имеет решение? 
 
П

014*4
12

 xx aa  

Пусть tx 
1

4 , (*)0x  

0)1)(1(

0)1()1)(1(

01






att

tatt

a

 

2  att

 
                       или                  t at  11     

 

 

1

01

14
1





a

a

ax

1

0
1

14





x

x

 
2

11




a

a
 

 
Нет решений. 

твет: ;  
 
О 1a 2a  
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Логарифмическое уравнение – это уравнение, которое содержит неизвестное под 

ример № 20: 

айти, при каких значениях параметра а уравнение имеет 2 корня. 

 

знаком логарифма  или (и) в его основании. 
 
П
 
Н

 
  )3lg(86g 2 xaxx l

 
 
 
I.











03

)1(38

xa

xa  62 xx
             

                                     
 )2(0862 xx

         1)                        2) 
 

axx  892 0862  xx  

 
 
 
II

6)2(

12)4(
4

1
12;

2

9

4;2

89

00









y

y

yx

xx

xxy.  
 

2

 
 
 
 
 
 
 
 

Ответ:  





  ;6;12;

4

1
12  

 
Пример № 21: 
 
Найти, при каких значениях параметра а уравнение имеет 2 решения. 
 

xax  )99og( 3  l


  099 3x a

  03

3

x


  )1(399 a xx                                              1) 
                                      пу

32 933 axx   
сть 0,3  ttx              

 24



                                                  

3

3

3

0

0

2

32

36

1
0

36

1
0

09
4

1
4

1
2

1

9















a

a

a

y

t

tty

att

  

 

Ответ: 







3

36

1
;0  
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Показательные и логарифмические неравенства. 
 

Показательными неравенствами считают такие неравенства, в которых неизвестное 
содержится в показателе степени. 
 
Пример № 22: 
 
Решить относительно х. 
 

xxx

x

mmm

m







2

2 15
3

1

10
 

 
 

03
15

1

10
2

2








xxx

x

mmm

m
 

1)Рассмотри : 1m
 

03
)11(1

15

11

1012








xxx

x

- верно при любых действительных значениях х. 

 
2)Рассмотрим случай, когда )0(0  mm , так как 0 , тогда неравенство 1,0  xx mm
 

                                   03
15

1

10
2

2








xxx

x

mmm

m
 приведем к виду  

 
  0)1(315102  xxxx mmmm  

 
Пусть  0,  ttmx

 
   

   0)5(31

01315102





ttt

tttt

 

 
Так как 0 , то оно равносильно неравенству )3( t

 
   051  tt  

51  t , значит 
51  xm  

Отсюда при  1m 5log0 mx  , при 10  m   05log  x

 
Ответ: х – любое действительное число при 1m  
            при   5log;0 mx 1m

            при   0;5logmx 10  m
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Неравенство, содержащее неизвестное под знаком логарифма или (и) в его основании 
называется логарифмическим неравенством. 
 
Пример № 23: 
 
Найти все значения параметра а, при каждом из которых неравенство выполняется при 
любом действительном х. 
 

 axaxx  4log)1(log1 2
7

2

7

1  

  )4(log1log7log 2
7

2
77 axaxx   





















04

074)7(

04

4)1(7

2

2

2

22

axax

axax

axax

axaxx

 

 
Условию задачи удовлетворяют значения а, для которых 

  















2

27

70

a

a

a

 
  5a










2

70

a

a












2

27

70

a

a

a


















04

0

)7(4

07

2
2

2
1

aD

a

aD

a

                                                                                                             52  a

  
 
Ответ:  52  a
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